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Annotasiya: Maqolada gipergeometrik qatorlarning kelib chiqish tarixi va 
gipergometrik differensial tenglamalar haqida ma’lumotlar berilgan. Gipergeometrik 
qatorning bir nechta xossalari bayon qilingan va uning xususiy qiymatlari orqali 
ayrim funksiyalarning ifodalanishi bo’yicha misollar keltirilgan. Qatorning 
yaqinlashish hollari qisqacha tasniflangan. 
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Abstract: The article provides information on the history of the origin of 
hypergeometric rows and hypergometric differential equations. Several properties of 
a hypergeometric rows are described, and examples are given of the representation of 
certain functions by its special cases. The convergence cases of the rows are briefly 
classified. 
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Agar bir jinsli ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglama uchdan ortiq 
bo’lmagan maxsus nuqtaga ega bo’lsa, umumiylikni saqlagan holda, ular 0,∞, 1 
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nuqtalar bo’ladi deyish mumkin. Agar barcha maxsus nuqtalar «to’g’ri» bo’lsa, unda 




+ [𝑥 − (𝑎 + 𝑏 + 1)𝑧]
𝑑𝑢
𝑑𝑧
− 𝑎𝑏𝑢 = 0 , (1) 
bu yerda 𝑎, 𝑏, 𝑐 lar 𝑧 ga bog’liq emas.  
Bu tenglama gipergeometrik differensial tenglama deyiladi. 𝑎, 𝑏, 𝑐 − tenglama 
parametrlari ixtiyoriy kompleks son bo’la oladi. 






(𝑎)0 = 1, (𝑎)𝑛 = 𝑎(𝑎 + 1)… (𝑎 + 𝑛 − 1), 𝑛 = 1,2,3,… 
bo’lsin. 







≡ 𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) (2) 
qator (1) gipergeometrik differensial tenglamaning yechimi bo’ladi. 
Shu o’rinda gipergeometrik qatorning qisqacha tarixi haqida to’xtalib o’tsak. 
Gipergeometrik qator degan termin birinchi marta 1655 yilda Djon Vallis 
tomonidan «Arithmetica Infinitorum» asarida qo’llanilgan. Ushbu termin umumiy 
hadi 
1 ∙ 3 ∙ 5 ∙ … ∙ 2𝑛 + 1
2 ∙ 4 ∙ … ∙ 2𝑛
 
bo’lgan qatorga nisbatan ishlatilgan. 
Gipergeometrik qatorlar Leonard Eyler tomonidan o’rganilgan, keng qamrovli 
ravishda esa Karl Gauss tomonidan izlanishlar olib borilgan. XIX asrda shu 
y’onalishdagi ilmiy izlanishlar Ernst Kummer tomonidan davom ettirilgan. Bernard 
Riman gipergeometrik funksiyani u qanoatlantiradigan tenglama orqali aniqlagan. 
Mavzuni davom ettiramiz.  
Agar 𝑐 = −𝑛 bo’lsa (bu yerda 𝑛 = 0,1,2, … ), u holda 
𝑢1 = 𝑧
𝑛+1 ∑






= 𝑧𝑛+1 𝐹(𝑎 + 𝑛 + 1, 𝑏 + 𝑛 + 1; 𝑛 + 2; 𝑧), (3) 
bu erda 𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) funksiya 𝑎, 𝑏, 𝑐 parametrlarga ega 𝑧 o’zgaruvchiga bog’liq 
gipergeometrik qator deyiladi.  
Agar gipergeometrik qator (2) ma’noga ega bo’lmay qolsa, 𝑐 = −𝑚 (𝑚 =
0,1,2, … ) bo’lgan holni qaraymiz. 
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𝑐 = −𝑚,𝑚 = 𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2,… bo’lganidan 𝑎 = −𝑛 yoki 𝑏 = −𝑛, 𝑛 =
0,1,2, …, bo’lsa, unda 


















deb yozib olishimiz mumkin. 
(3) va (4) funksiyalar (1) tenglamaning yechimi bo’ladi. Shu kabi, agar –𝑎 va 
– 𝑏 nomusbat butun sonlar bo’lsa, gipergeometrik differensial tenglama 𝑧 ga bog’liq 
ko’phad bo’ladigan yechimga ega bo’ladi. 
Agar 𝑎 va 𝑏 lar 0,−1,−2,… dan farqli bo’lsa, unda (2) gipergeometrik qator 
(yoki, (3) 𝑐 = −𝑛 bo’lgan holda) |𝑧| < 1 aylana ichida yotuvchi barcha qiymatlarga 
yaqinlashuvchi bo’ladi. (2) qatorning yaqinlashuvchi va uzoqlashuvchiligi haqida 
ma’lumotni quyida keltiramiz. 
















𝑛𝑎+𝑏−𝑐−1[1 + 𝑂(𝑛−1)] (5) 
bo’lishini topamiz. 
Raabe alomatiga ko’ra, gipergeometrik qator uchun quyidagi natijalar o’rinli 
bo’ladi: 
- absolyut yaqinlashish: |𝑧| = 1 da, 𝑧 ≠ 1,  agar 𝑅𝑒(𝑎 + 𝑏 − 𝑐) < 0; 
- shartli yaqinlashish: |𝑧| = 1 da, 𝑧 ≠ 1, agar 0 ≤ 𝑅𝑒(𝑎 + 𝑏 − 𝑐) < 1; 
- uzoqlashish:  |𝑧| = 1 da, 𝑧 ≠ 1, agar 1 ≤ 𝑅𝑒(𝑎 + 𝑏 − 𝑐). 
O’quvchilarda gipergeometrik qator haqida yaqqolroq tasavvur hosil bo’lishi 












2 (1 + 𝑎 + 𝑏))
Γ (
1
2 (1 + 𝑎)) Γ (
1
2 (1 + 𝑏))
; 






2 𝑐) Γ (
1
2 (1 + 𝑐))
Γ (
1
2 (𝑐 + 𝑎)) Γ (
1
2 (1 + 𝑐 − 𝑎))
; 
𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 1) =
Γ(𝑐)Γ(𝑐 − 𝑎 − 𝑏)
Γ(𝑐 − 𝑏)Γ(𝑐 − 𝑏)
, 𝑅𝑒(𝑐 − 𝑎 − 𝑏) > 0; 
- quyidagi ayniyat ham o’rinli: 
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 Bu ayniyatda 𝑧 =
1
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Shu o‘rinda ma'lumot uchun aytib o‘tamiz, F.Uippl tomonidan parametrlari 
𝑎 + 1 = 𝑏 + 𝑐 
shartni qanoatlantiruvchi gipergeometrik qatorni to‘liq muvozanatlangan 
gipergeometrik qator deb atalgan. Aksariyat almashtirishlar ushbu qatorlar uchun 
oson qo‘llaniladi.  








shartlarni qanoatlantiruvchilarini esa mukammal muvozanatlangan qatorlar deb 
atagan. 
Gipergeometrik qatorning ayrim xossalarini ko’rib chiqamiz. (2) formuladan 
kelib chiqadiki,  
𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) = 𝐹(𝑏, 𝑎; 𝑐; 𝑧), 
ya’ni gipergeometrik qator 𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) − birinchi ikkita parameter bo’yicha 
simmetrik qator. 
Quyidagi oltita funksiya  
𝐹(𝑎 ± 1, 𝑏; 𝑐; 𝑧), 𝐹(𝑎, 𝑏 ± 1; 𝑐; 𝑧), 𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐 ± 1; 𝑧) 
𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) − funksiyaning aralashmasi deyiladi.  
𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) va ixtiyoriy ikki aralash funksiya orasida chiziqli bog’liqlik mavjud. 
Birinchi aniqlangan tipdan 15 ta munosabat kelib chiqadi. Bulardan biri: 
𝑐𝐹(𝑎, 𝑏 − 1; 𝑐; 𝑧) + (𝑎 − 𝑏)𝑧𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐 + 1; 𝑧) = 𝑐𝐹(𝑎 − 1, 𝑏; 𝑐; 𝑧) . (6) 
(6) munosabatni tekshirish uchun uning ikkala tomonini darajali qatorlarga 




+ (𝑎 − 𝑏)
(𝑎)𝑛−1(𝑏)𝑛−1




(𝑐 + 1)𝑛−1(𝑛 − 1)!
[𝑎 − 𝑏 +










"Science and Education" Scientific Journal / ISSN 2181-0842 November 2021 / Volume 2 Issue 11
www.openscience.uz 117
bu esa (6) tenglikni isbotlaydi. 
Agar 𝑙, 𝑚, 𝑛 – butun sonlar bo’lsa, unda quyidagi 
𝐹(𝑎 + 𝑙, 𝑏 + 𝑚; 𝑐 + 𝑛; 𝑧) 
funksiya 𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) va koeffitsientlari ratsional 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑧 dan iborat bo’lgan 
aralash funksiyalardan birining chiziqli kombinatsiyasi Karl Gauss tomonidan 
topilgan munosabatni qayta qo’llash orqali keltirib chiqariladi. 
 𝑐 ca 𝑐 + 𝑛 lar 0,−1,−2,… dan farqli deb hisoblashimiz lozim. 𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) va 
𝐹(𝑎 + 𝑙, 𝑏 + 𝑚; 𝑐 + 𝑛; 𝑧) funksiyalar assotsiatsialanuvchi qatorlar deyiladi.  
Ko’rsatish mumkinki, agar uchinchi parametr 𝑐 qiymati 0,−1,−2,… dan farqli 
bo’lsa, unda ixtiyoriy uchta assotsiatsialanuvchi qatorlar koeffitsientlari ko’phadlar 
bo’ladigan chiziqli bir jinsli bog’liqlikka ega bo’ladi. 
Quyidagi munosabat o’rinli bo’ladi: 
𝑑𝑛
𝑑𝑧𝑛
𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =
(𝑎)𝑛(𝑏)𝑛
(𝑐)𝑛
𝐹(𝑎 + 𝑛, 𝑏 + 𝑛; 𝑐 + 𝑛; 𝑧) , (7) 
(𝑎)𝑛𝑧
𝑎−1𝐹(𝑎 + 𝑛; , 𝑏; 𝑐; 𝑧) =
𝑑𝑛
𝑑𝑧𝑛
[𝑧𝑎+𝑛−1𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧)] , (8) 
(𝑐)𝑛𝑧




[𝑧𝑛+𝑐−1(1 − 𝑧)𝑛+𝑎+𝑏−𝑐𝐹(𝑎 + 𝑛, 𝑏 + 𝑛; 𝑐 + 𝑛; 𝑧)] . (9) 
(9) munosabat matematik olim Yakobi mulohazasidan kelib chiqqan. (8) va (9) 









𝑎𝐹(𝑎 + 1, 𝑏; 𝑐; 𝑧) = (𝜕 + 𝑎)𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) 
va ixtiyoriy analitik funksiya uchun 
(𝜕 + 𝑎)(𝜕 + 𝑎 + 1)… (𝜕 + 𝑎 + 𝑛 − 1)𝑓(𝑧) = 𝑧1−𝑎𝐷𝑛[𝑧𝑎+𝑛−1𝑓(𝑧)] 
bo’lsa, (8) tenglik isbotlanadi. 
(9) ga ega bo’lish uchun, (1) tenglikni quyidagi ko’rinishda yozamiz: 
𝐷[𝑧(1 − 𝑧)𝑀𝐷𝑢] = 𝑎𝑏𝑀𝑢, 
bu yerda 𝑀 = 𝑧𝑐−1(1 − 𝑧)𝑎+𝑏−𝑐.  
(7) tenglikdan kelib chiqadiki, 𝐷𝑛−1𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) gipergeometrik differensial 
tenglamani 𝑎, 𝑏, 𝑐 lar 𝑎 + 𝑛 − 1, 𝑏 + 𝑛 − 1, 𝑐 + 𝑛 − 1 ga almashtirilgan holda 
qanoatlantiradi. Bundan esa rekkurent formulani topamiz: 
𝐷[𝑧𝑛(1 − 𝑧)𝑛𝑀𝐷𝑛𝐹] = (𝑎 + 𝑛 − 1)(𝑏 + 𝑛 − 1)[𝑧(1 − 𝑧)]𝑛−1𝑀𝐷𝑛−1𝐹 
va shuningdek, 
𝐷𝑛[𝑧𝑛(1 − 𝑧)𝑛𝑀𝐷𝑛𝐹] = (𝑎)𝑛(𝑏)𝑛𝑀𝐹. 
(7) ni yana bir marotaba qo’llab va 𝐹 – 𝑛 - darajadan past bo’lgan ko’phad 
bo’lmasa deb faraz qilsak, ya’ni (𝑎)𝑛(𝑏)𝑛 ≠ 0 bo’lsa, (9) ga ega bo’lamiz. 
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Riman tenglamasi umumiy nazariyasidan kelib chiqadikii, umuman olganda (1) 
tenglamaning quyidagi ko’rinishdagi 24 ta yechimi bor [1]: 
𝑧𝜌(1 − 𝑧)𝜎𝐹(𝑎′, 𝑏′; 𝑐′; 𝑧′) , 
bu yerda, 𝑧 va 𝑧′ kasr-chiziqli akslantirish orqali bog’langan.  
Bu yechimlarning ixtiyoriy uchtasi doimiy koeffitsientlar bilan chiziqlilik 
asosida bog’liq. Bu munosabatlar gipergeometrik qatorlarning analitik davomi uchun 
qo’llanilishi mumkin. Jumladan: 
Logarifmik hol uchun 𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑧) qatorning analitik davomi 
𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑎 + 𝑏; 1 − 𝑧) = −
Г(𝑎 + 𝑏)
Г(𝑎)Г(𝑏)


























Gipergeometrik qator uchun quyidagi rekkurent munosabat o’rinli: 
𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =
(𝑎 + 1)(𝑏 + 1)
𝑐(𝑐 + 1)
𝑧(1 − 𝑧)𝐹(𝑎 + 2, 𝑏 + 2′𝑐 + 2; 𝑧) + 
+
𝑐 − (𝑎 + 𝑏 + 1)𝑧
𝑐
𝐹(𝑎 + 1, 𝑏 + 1; 𝑐 + 1; 𝑧) (10). 
Bu munosabat 𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) qatorni 𝑅𝑒(𝑐 − 𝑎) > 0 sharti ostida 𝑅𝑒𝑎 < 0 
bo’lgan hol uchun analirik davomi bo’ladi. Gipergeometrik qator 







ushbu (kelgusida uni ham 𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) bilan belgilaymiz va gipergeometrik 










gipergeometrik funksiyani 𝑅𝑒𝑐 > 𝑅𝑒𝑎 > 0 bo’lganda qatorga yoyish orqali 
hosil qilingan va u |𝑧| < 1 yaqinlashuvchi (bunda 𝑐 ≠ −𝑘, 𝑘 = 0,1,2,3,…). Bu qator 
|𝑧| < 1 da gipergeometrik funksiyani 𝑅𝑒𝑎 ≤ 0 va 𝑅𝑒𝑐 < 0 da analitik davomi 
ekanligini bildiradi. 
O’quvchda gipergeometrik qator va gipergeometrik funksiya, ularning 
bog’liqligi hamda analitik davom ettirish bo’yicha aniq tasavvur hosil bo’lishi uchun 
axborot kommunikatsion texnologiyalardan foydalanib, ularning grafiklarini 
taqqoslaymiz. 






1-rasm 𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑥) gipergeometrik funksiyani 𝑎 = 0,5; 𝑏 = −0,5; 𝑐 = 1,1 








3-rasm 𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑥) gipergeometrik funksiyani 𝑎 = −1,5; 𝑏 = 1,5; 𝑐 = −1,1 






5-rasm 𝐹(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑥) gipergeometrik funksiyani 𝑎 = −1,5; 𝑏 = −1,5; 𝑐 = −1,1 
qiymatlarda (10) rekkurent munosabatdan, 6-rasm esa (2) gipergeometrik qatordan 
(internet manzil: math.phys.msu.ru/data/329/tema3_2.pdf) foydalanib chizilgan. 
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Agar grafiklar tahlil qilinsa, ular orasidagi farq juda kichik qiymatlarni tashkil 
qiladi. 
Gipergeometrik qatorlarning amaliy ahamiyati kengligini inobanga olib, ayrim 
elementar funksiyalarning ular orqali ifodalanishiga oid misollar keltiramiz: 
1) (1 + 𝑥)𝑛 = 𝐹(−𝑛, 𝑏; 𝑏;−𝑥);  




ln(1 + 𝑥) = 𝐹(1,1; 2;−𝑥); 
4) 𝑒𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞









































; 𝑥2) = 𝑠𝑖𝑛(𝜈𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥). 
Mazkur maqolada keltirilgan gipergeometrik funsiya va turli qatorlar 
qo’llanilgan hamda ular bo’yicha olib borilgan tahlillar [2-25] ilmiy izlanishlarda 
keng qo’llanilgan. Agar gipergeometrik funsiyalar bo’yicha keltirilgan munosabatlar 
talabalarga interfaol usullar [26-30] yordamida o’rgatilsa va u orqali elementar 
hamda maxsus funsiyalar ifodalanishi tahlil qilinsa, talabalarning mavzuni yaxshiroq 
o’zlashtirishlariga ijobiy samara berishi mumkin. 
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